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КОМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД 

В ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ЭЛЕКТРОТЕХНИКЕ 

И ГРАФОСТРУКТУРНОМ МОДЕЛИРОВАНИИ
Блюмин С.Л. 
 Россия, Липецк, ЛГТУ 
Нетрадиционное использование комплексных чисел в матрицах инцидентности, смежности и лапласианах графов охарактеризовано и проиллюстрировано примерами в сравнении с традиционным подходом, не использующим комплексные числа.
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Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Липецкой области в рамках научного проекта 19-47-480003-р_а. 

Эффективность использования комплексных чисел в теоретической электротехнике хорошо известна специалистам. Достаточно указать § 5.1. «Комплексный метод» и ряд последующих параграфов Главы 5 Тома 1 фундаментального учебника [1]. В этом же учебнике, начиная с § 3.10. «Топологические понятия схемы электрической цепи. Граф схемы», развито использование графового метода в теоретической электротехнике. Естественно, в дальнейшем изложении комплексный и графовый методы сочетаются. Не вдаваясь здесь в подробности, также хорошо известные специалистам, следует отметить, что важные для задач электротехники матричные характеристики графов электрических цепей – матрицы узловых соединений, контуров, сечений – хотя и тесно связаны, но несколько отличаются от стандартных матричных характеристик графовых структур – матриц инцидентности, смежности, валентности и лапласианов [2]. Так, на стр. 155 в [1] приведена, причем даже без названия, матрица инцидентности соответствующего графа, но уже на следующей странице она заменяется отличной от нее матрицей узловых соединений, которая активно используется в дальнейшем, тогда как упомянутая собственно матрица инцидентности не используется. Следует отметить также, что, как в теоретической электротехнике, так и в стандартной теории графов, в указанных выше матрицах комплексные числа традиционно не использовались. 
Нетрадиционное использование комплексных чисел в матричных характеристиках графовых структур возникло сравнительно недавно и имеет определенные перспективы.
Цель данной работы – охарактеризовать и проиллюстрировать примерами нетрадиционное использование комплексных чисел в матричных характеристиках графовых структур в сравнении с традиционным подходом, не использующим комплексные числа.
В матричном графоструктурном моделировании [2] систематически используются, как при теоретических исследованиях, так и при практических применениях графовых структур, их матричные характеристики – матрицы инцидентности I, валентности D, смежности A и лапласианы L – с контролем расчетов на основе канонического соотношения типа 
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в котором знак * означает транспонирование в случае использования действительных чисел и эрмитово сопряжение в случае использования комплексных чисел, а матрица (А) может быть собственно А или – А или распадаться в алгебраическую сумму некоторых матриц, связанных с матрицей смежности.

Охарактеризуем нетрадиционное использование комплексных чисел в матричном графоструктурном моделировании в контексте матричных характеристик графов.   

Работы [3,4] (2021 г.) являются одними из последних, в которых комплексные числа с единичным модулем используются в матричных представлениях графов, а именно в эрмитовых матрицах смежности смешанных графов. В [4] указана немного более ранняя работа [5] (2019 г.), в которой исследуется альтернативное определение эрмитовых матриц смежности смешанных графов. Одной из первых и более общих работ, использующих комплексные числа в матричных представлениях орграфов, является, по-видимому, [6] (2011 г.), в которой сказано: «В этой работе автор надеется заложить основы изучения спектров, ассоциированных с использованием комплексных чисел с единичным модулем в качестве весов дуг орграфов». Ряд работ, промежуточных между 2011 и 2021 гг., указаны в [3-5]. 

Одной из причин, мотивирующих использование комплексных чисел с единичным модулем в матричных характеристиках орграфов, послужило то, что обычные матрицы смежности орграфов несимметричны, из-за чего возникают некоторые проблемы изучения их спектров – наборов собственных чисел; таких проблем нет при изучении собственных чисел симметричных обычных матриц смежности неорграфов. Надлежащее использование комплексных чисел в случае орграфов приводит к эрмитовым матрицам смежности, с которыми также нет упомянутых проблем. 

Следует отметить, что упомянутые проблемы не возникают при изучении спектров не обычных матриц смежности, а обычных лапласианов орграфов, которые симметричны, что позволяет обходиться без привлечения комплексных чисел. 

Рассмотрим использование комплексных чисел в матричных характеристиках орграфов в сравнении с традиционным походом, не использующим комплексные числа. Для большей наглядности ограничимся простейшими примерами. Полученные выводы справедливы для более общих графов.
 В [3-5] вводятся и исследуются эрмитовы матрицы смежности, получаемые подходящим введением мнимой единицы i сначала в матрицы инцидентности, а затем, вследствие канонического соотношения, в лапласианы и входящие в них матрицы смежности.
Для иллюстрации возникающих особенностей достаточно рассмотреть простейшие орграфы, имеющие три вершины и две или три дуги.
Пример 1.

Орграф G=(V,A), V={1,2,3} – вершины, A={а1=(1,2),а2=(2,3)} – дуги.
Стандартные, в соответствии с традиционным подходом, не использующим комплексные числа, матрица инцидентности, лапласиан, матрицы смежности и валентности: 
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Здесь А – симметричная матрица смежности неорграфа, ассоциированного с данным орграфом, сумма несимметричной матрицы смежности орграфа с ее транспонированной. 
Нестандартные, в соответствии с нетрадиционным подходом, использующим комплексные числа( –1 заменяется на i ) , матрица инцидентности, лапласиан, матрицы смежности и валентности: 
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Здесь 
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 – эрмитова матрица смежности,  
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. Таким образом, матрицы валентности совпадают, но матрицы смежности различаются. 

Несмотря на это, характеристические многочлены совпадают:
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Поэтому совпадают и спектры: 0, 1, 3.
Пример 2.

Орграф G=(V,A), V={1,2,3} – вершины, A={а1=(1,2),а2=(2,3),а3 =(3,1) } – дуги.

Стандартные матрица инцидентности, лапласиан, матрицы смежности и валентности: 
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Нестандартные матрица инцидентности, лапласиан, матрицы смежности и валентности: 
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В этом примере, в отличие от предыдущего, характеристические многочлены не совпадают:
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Поэтому различаются и спектры.
Необходимо указать, что в графоструктурном моделировании [2] обычные графы являются простейшими графовыми структурами, а основное внимание уделяется развивающим их более общим и гибким графовым структурам – гиперграфам, метаграфам и некоторым другим, использование которых в теоретической электротехнике является перспективным. В работе [7] (2020 г.), одним из авторов которой является автор [6], предпринята попытка распространения указанного выше подхода использования комплексных чисел на матричные представления гиперграфов. 
Необходимо подчеркнуть, что ещё в 2010 г. в работе [8] заложены основы подхода к ориентации гипердуг оргиперграфов, при котором недостаточно использовать числа 
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, а предложено использовать наборы комплексных корней подходящих степеней из единицы. При этом матрицы смежности и лапласианы оказываются эрмитовыми и проблемы при изучении их спектров не возникают – в [8] представлена таблица таких спектров. 
Аналог канонического соотношения для оргиперграфа ОН :
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В контексте данной работы следует указать, что здесь 
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 – комплексные корни из единицы степени 
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 оргиперграфа OH, а остальные элементы данной формулы объяснены в [8]. 
В заключение отметим, что в работе [9] предложен метод применения многозначных нейронных сетей для решения задач математического моделирования и управления технологическими процессами в системах автоматизации промышленных установок; многозначные нейронные сети основаны на многозначной пороговой логике, использующей в соответствии с [10] кодирование значений многозначных логических функций комплексными корнями подходящих степеней из единицы.
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COMPLEX METHOD IN THEORETICAL ELECTROTECHNICS AND GRAPHOSTRUCTURAL MODELING 

Blyumin S.

Russia, Lipetsk, LSTU
Untraditional using of complex numbers in incidence, adjacency, Laplacian matrices of graphs is characterized and illustrated  by examples in the comparison with traditional approach which not use the complex numbers.  
Key words: theoretical electrical engineering, complex method, matrix graphostructural modeling, canonical correlation, spectra of graphs, comparative analysis.
Bibliography
1. Demirchyan, K.S. Teoreticheskie osnovy elektrotehniki: uchebnik dlya vuzov. Т. 3 – 4th izd. [Text] / K. S. Demirchyan, L.R. Neyman, N.V. Korovkin, V.L. Chechurin. — SPb.: Piter, 2003.— 463 p.
2. Blyumin, S.L. Razvitie metodov grafostructurnogo modelirovaniya i analiza konechnyh izmeneniy: uchebnoe posobie [Text] / S.L. Blyumin, G.S. Borovkova, N.Yu. Zhbanova, A.S. Sysoev. – Lipetsk: LGTU, 2021. – 108 p.
3. Kadyan, M. Bhattacharjya B. Switching equivalence of Hermitian adjacency matrix of mixed graphs [Text]  / M. Kadyan, B. Bhattacharjya // arXiv:2103.13632, 25 Mar 2021, 18 p.  

4. Abudayah, M. Hermitian Adjacency Matrices of Mixed Graphs [Text] / M. Abudayah, O. Alomari, T. Sander  // arXiv:2103.16969, 31 Mar 2021, 18 p.  

5. Mohar, M. A new kind of Hermitian matrices for digraphs [Text] / M. Mohar // arXiv:1909.10878, 20 Sep 2019, 8 p. 

6. Reff, N. Spectral properties of complex unit gain graphs [Text] / N. Reff. // arXiv:1110.4554, 15 Nov 2011, 13 р.

7. Mulas, R. Spectra of Complex Unit Hypergraphs [Text] / R. Mulas, N. Reff. // arXiv:2011.10458, 20 Nov 2020, 16 р.

8. Blyumin, S.L. Polnye gipergrafy. Spektry Laplasianov. Mul”tiaggentnye sistemy [Text] / S.L. Blyumin // Upravlenie bol”shimi sistemami. – 2010. - № 30. – P. 5-23.
9. Meshcheryakov, V.N. Matematicheskoe modelirovanie i upravlenie processami v sistemah avtomatizacii promyshlennyh ustanovok s pomoshchyu mnogoznachnyh neyronnyh setey [Text] / V.N. Meshcheryakov, О. V. Meshcheryakova, P. V. Saraev // Problemy upradkeniya. – 2013. - № 6. – P. 71–75.

10. Blyumin, S.L. Porogovye mnogoznachnye funkcii [Text] / S.L. Blyumin // Izvestiya AN SSSR. Tehnicheskaya kibernetika. — 1972. — № 1. — P. 101—108. 
Blyumin Semen L’vovich, D.Sc. Ph.-Math., prof., Lipetsk State Technical University, prof. of applied mathematics department, 398055, Lipetsk, Moskovskaya 30, sabl@lipetsk.ru , (4742)328050.  


_1690533388.unknown

_1690534705.unknown

_1690535269.unknown

_1690536463.unknown

_1690536885.unknown

_1690535600.unknown

_1690535120.unknown

_1690533768.unknown

_1690533846.unknown

_1690533529.unknown

_1690533631.unknown

_1690438878.unknown

_1690532445.unknown

_1690533020.unknown

_1690439532.unknown

_1690439733.unknown

_1690439629.unknown

_1690438960.unknown

_1685112624.unknown

_1690357311.unknown

_1678690532.unknown

